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REPRE´SENTATIONS DE DE RHAM ET NORMES
UNIVERSELLES
par
Laurent Berger
Re´sume´. — On calcule le module des normes universelles pour une repre´sentation p-
adique de de Rham. Le calcul utilise la the´orie des (ϕ,Γ)-modules (la formule de re´ciprocite´ de
Cherbonnier-Colmez) et l’e´quation diffe´rentielle associe´e a` une repre´sentation de de Rham.
Abstract (De Rham representations and universal norms). — We compute the mod-
ule of universal norms for a de Rham p-adic representation. The computation uses the theory
of (ϕ,Γ)-modules (Cherbonnier-Colmez’s reciprocity formula) and the differential equation at-
tached to a de Rham representation.
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Introduction
Dans tout cet article, p est un nombre premier, k est un corps parfait de caracte´ristique
p, et K est une extension finie du corps des fractions F de l’anneau des vecteurs de Witt sur
k. On se fixe une cloˆture alge´brique K de K, et on pose GK = Gal(K/K). Rappelons qu’en
utilisant l’anneau de pe´riodes p-adiques BdR, Fontaine a de´fini la notion de repre´sentation
de de Rham de GK . Si V est une telle repre´sentation et si L est une extension finie de K,
on de´finit H1g (L, V ) comme e´tant l’ensemble des classes de cohomologie qui de´terminent une
extension 0→ V → E → Qp → 0 de repre´sentations deGL telle que E est une repre´sentation
de de Rham de GL.
On e´crira µpn ⊂ K pour de´signer l’ensemble des racines pn-e`mes de l’unite´, et on de´finit
Kn = K(µpn) ainsi que K∞ = ∪
+∞
n=0Kn. On pose HK = Gal(K/K∞) et ΓK = Gal(K∞/K).
L’alge`bre d’Iwasawa est l’alge`bre de groupe comple´te´e ΛK = Zp[[ΓK ]].
La cohomologie d’Iwasawa de V est de´finie par H1Iw(K, V ) = Qp ⊗Zp H
1
Iw(K, T ) ou` T
est un re´seau de V stable par GK et H
1
Iw(K, T ) = lim←−nH
1(Kn, T ) est la limite projective
pour les applications « corestriction » ce qui fait de H1Iw(K, V ) un Qp ⊗Zp ΛK-module. Par
construction, on a des applications prKn,V : H
1
Iw(K, V )→ H
1(Kn, V ) et l’objet de cet article
est l’e´tude du module H1Iw(K, V )g des « normes universelles », l’ensemble des y ∈ H
1
Iw(K, V )
tels que pour tout n > 0 on ait prKn,V (y) ∈ H
1
g (Kn, V ).
Si Fil1V est la plus grande sous-repre´sentation de V dont tous les poids de Hodge-Tate sont
> 1, alors Fil1V est de de Rham et on peut montrer que H1Iw(K,Fil
1V )g = H
1
Iw(K,Fil
1V ).
Le re´sultat principal de cet article est le suivant :
The´ore`me 0.1. — Si V est une repre´sentation de de Rham, alors
(1) si V n’a pas de sous-quotient stable par HK , alors H
1
Iw(K, V )g = H
1
Iw(K,Fil
1V ) ;
(2) en ge´ne´ral, H1Iw(K,Fil
1V ) ⊂ H1Iw(K, V )g et le quotient est un Qp ⊗Zp ΛK-module de
torsion.
La de´monstration est tre`s similaire a` celle qu’en a donne´e Perrin-Riou dans [26] pour les
repre´sentations cristallines, et dans [27] pour les repre´sentations semi-stables, du groupe de
Galois d’un corps non-ramifie´ (1) mais au lieu d’utiliser son « Exponentielle e´largie », on
utilise les constructions de [2] (qui redonnent l’exponentielle e´largie d’ailleurs, comme on le
montre dans [3]) et au lieu d’utiliser des conside´rations de « cran de la filtration » et d’ordre,
on utilise la the´orie des (ϕ,Γ)-modules qui encodent toutes ces informations. Cela simplifie la
(1)au moins si les pentes de Frobenius sur Dcris(V ) sont entie`res, voir le de´but des paragraphes [26, §3.2,
§4.1]
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de´monstration de Perrin-Riou et nous permet de plus de l’e´tendre au cas des repre´sentations
de de Rham du groupe de Galois d’un corps e´ventuellement ramifie´. Remarquons que l’on
n’utilise pas le fait que les repre´sentations de de Rham sont potentiellement semi-stables.
Indiquons brie`vement d’ou` provient cette conjecture. On renvoie a` l’article [26] de Perrin-
Riou pour plus d’informations. Si E est une courbe elliptique de´finie sur K, on s’inte´resse
au module des « normes universelles » NK∞/K(E) = ∩
+∞
n=0TrKn/K E(Kn). Le calcul de ce
module a e´te´ fait (pour une courbe elliptique, une varie´te´ abe´lienne ou meˆme un groupe
formel, et pour une Zp-extension quelconque) dans certains cas par Mazur [22], puis par
Hazewinkel [17, 18, 19], Schneider [28] et Perrin-Riou [24] entre autres. Dans [8], Coates
et Greenberg ont formule´ une conjecture assez ge´ne´rale de´crivant le module des normes
universelles. La formulation du re´sultat que nous de´montrons est due a` Nekova´rˇ et concerne
les normes universelles dans l’extension cyclotomique pour une repre´sentation p-adique de
de Rham. Si on l’applique au module de Tate d’une courbe elliptique E, on retrouve, via la
the´orie de Kummer, certains re´sultats des auteurs cite´s pre´ce´demment : si E est ordinaire,
alors NK∞/K(E) est un ΛK-module de rang 1 et si E est supersingulie`re, alors il est nul.
Remerciements : Je remercie Pierre Colmez pour ses nombreuses suggestions, de la
de´monstration du the´ore`me principal a` la re´daction finale de cet article. Je remercie aussi
Jan Nekova´rˇ pour ses encouragements et ses commentaires.
I. Alge`bre diffe´rentielle des (ϕ,Γ)-modules
L’objet de ce premier chapitre est de rappeler et comple´ter certains points de la the´orie
des (ϕ,Γ)-modules. Ensuite, on re´sout un proble`me d’alge`bre diffe´rentielle. Dans le deuxie`me
chapitre, on verra comment cela s’applique aux repre´sentations p-adiques.
I.1. Les (ϕ,Γ)-modules. — Dans tout cet article, k de´signe un corps parfait de car-
acte´ristique p, et K est une extension finie de F , le corps des fractions de l’anneau des
vecteurs de Witt sur k. On e´crit µpn ⊂ K pour de´signer l’ensemble des racines pn-e`mes
de l’unite´, et on de´finit Kn = K(µpn) ainsi que K∞ = ∪
+∞
n=0Kn. Soit GK = Gal(K/K) et
HK = Gal(K/K∞) le noyau du caracte`re cyclotomique χ : GK → Z∗p et ΓK = GK/HK le
groupe de Galois de K∞/K, qui s’identifie via le caracte`re cyclotomique a` un sous-groupe
ouvert de Z∗p. Enfin, soit F
′ l’extension maximale non-ramifie´e de F contenue dans K∞ et
k′ le corps re´siduel de F ′. On note σ le Frobenius absolu (qui rele`ve x 7→ xp sur k′).
De´finissons ici quelques anneaux de se´ries formelles (ces constructions sont faites en de´tail
dans [12]) : si r est un re´el positif, soit B†,rF l’anneau des se´ries formelles f(X) =
∑
k∈Z akX
k
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ou` {ak ∈ F}k∈Z est une suite borne´e telle que f(X) converge sur la couronne 0 < vp(X) 6
1/r. Cet anneau est muni d’une action de ΓF , qui est triviale sur les coefficients et donne´e
par γ(X) = (1 +X)χ(γ) − 1 et on peut de´finir un Frobenius ϕ : B†,rF → B
†,pr
F qui est σ-semi-
line´aire sur les coefficients et tel que ϕ(X) = (1+X)p− 1. Le « the´ore`me de pre´paration de
Weierstrass » montre que B†F = ∪r>0B
†,r
F est un corps. Ce corps n’est pas complet pour la
norme de Gauss et on appelle BF son comple´te´ qui est un corps local de dimension 2 dont
le corps re´siduel s’identifie a` k((X)).
L’extension K∞/F∞ est une extension finie de degre´ de ramification eK 6 [K∞ : F∞]
et par la the´orie du corps de normes de [16, 30] il lui correspond une extension se´parable
k′((Y ))/k((X)) de degre´ [K∞ : F∞] qui nous permet de de´finir des extensions non-ramifie´es
BK/BF et B
†
K/B
†
F de degre´ [K∞ : F∞]. On peut montrer que B
†
K = ∪r>0B
†,r
K ou` B
†,r
K
est un B†,rF -module libre de rang [K∞ : F∞] qui s’identifie a` un anneau de se´ries formelles
f(Y ) =
∑
k∈Z akY
k ou` {ak ∈ F ′}k∈Z est une suite borne´e telle que f(Y ) converge sur la
couronne 0 < vp(Y ) 6 1/eKr. L’e´le´ment Y ve´rifie une e´quation d’Eisenstein sur k
′((X))
qu’on peut relever en une e´quation sur B†,rF ′ ; l’action de ΓK s’e´tend naturellement a` B
†,r
K de
meˆme que le Frobenius ϕ : B†,rK → B
†,pr
K .
Un (ϕ,Γ)-module est un B†K-espace vectoriel D
† de dimension finie, muni d’un Frobenius
ϕ : D† → D† et d’une action de ΓK qui sont semi-line´aires par rapport a` ceux de B
†
K . On
dit que D† est e´tale si D = BK ⊗B†
K
D† posse`de un re´seau D0 stable par ϕ sur l’anneau des
entiers AK de BK , tel que ϕ(D0) engendre D0 sur AK .
De´finissons l’ope´rateur ψ : D† → D† qui nous servira dans la suite. On peut montrer que
tout e´le´ment x ∈ D† s’e´crit de manie`re unique x =
∑p−1
i=0 (1 +X)
iϕ(xi).
De´finition I.1. — Si x =
∑p−1
i=0 (1 +X)
iϕ(xi), alors on pose ψ(x) = x0.
Ceci fait de ψ un inverse a` gauche de ϕ qui commute a` l’action de ΓK et qui ve´rifie
ψ(ϕ(x)y) = xψ(y) si x ∈ B†K et y ∈ D
†.
Il existe r(K) tel que si pn−1(p − 1) > r > r(K), alors on a une application injective
ιn : B
†,r
K → Kn[[t]] (c’est l’application ϕ
−n de [7, §III.2]). Par exemple si K = F , alors
ιn(X) = ε
(n) exp(t/pn)−1 ou` ε(n) est une racine primitive pn-e`me de 1 et ιn agit par σ
−n sur
les coefficients.
On peut montrer (voir [5]) que l’ensemble des sous B†,rK -modules de type fini M de D
†
tels que ϕ(M) ⊂ B†,prK ⊗B†,r
K
M admet un plus grand e´le´ment D†,r et qu’il existe r(D) que
l’on peut supposer > r(K) tel que si r > r(D), alors D† = B†K ⊗B†,r
K
D†,r. On utilise alors
l’application ιn pour de´finir Kn[[t]]⊗
ιn
B
†,r
K
D†,r et Kn((t))⊗
ιn
B
†,r
K
D†,r.
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Le lemme suivant sera utile par la suite :
Lemme I.2. — Si y ∈ (D†)ψ=1, alors il existe P (γ) ∈ F ′[ΓK ] tel que P (γ)y = 0 si et
seulement si y ∈ (D†)ϕ=1.
De´monstration. — Un petit calcul montre que (D†)ϕ=1 est un Qp-espace vectoriel de dimen-
sion 6 dim(D†) (il suffit de remarquer que des e´le´ments de (D†)ϕ=1 qui sont lie´s sur B†K
le sont sur Qp = (B
†
K)
ϕ=1) et donc qu’il existe P (γ) ∈ Qp[ΓK ] en fait tel que P (γ) annule
(D†)ϕ=1. Montrons donc la re´ciproque.
Supposons que (
∑
aiγ
i)y = 0 est une relation de longueur minimale avec ai ∈ F ′. On peut
supposer que l’un des ai est e´gal a` 1. En appliquant ψ et en utilisant le fait que d’une part
ψ(y) = y et que d’autre part ψ agit par σ−1 sur F ′, on voit que ai ∈ Qp pour tout i et on
suppose donc a` partir de maintenant que P (γ) ∈ Qp[ΓK ].
Nous utiliserons ci-dessous le re´sultat suivant : si P (γ) ∈ Qp[ΓK ], alors il existe une
constante C(P, d) telle que pour tout M qui est un K∞[[t]]-module libre de rang d, muni
d’une action semi-line´aire de ΓK par automorphismes, le F
′-espace vectoriel MP (γ)=0 est de
dimension 6 C(P, d).
Fixons r > r(D) et conside´rons, pour n tel que pn−1(p− 1) > r, le Kn[[t]]-module libre de
rang d de´fini ci-dessus : Kn[[t]]⊗
ιn
B
†,r
K
D†,r. On voit que l’on a une injection :
(D†,r)P (γ)=0 →֒
(
K∞[[t]]⊗Kn[[t]] Kn[[t]]⊗
ιn
B
†,r
K
D†,r
)P (γ)=0
,
ce qui fait que (D†,r)P (γ)=0 est un F ′-espace vectoriel de dimension 6 C(P, d) et donc que
(D†)P (γ)=0 = ∪r>r(D)(D
†,r)P (γ)=0 est un F ′-espace vectoriel de dimension 6 C(P, d). Comme
ϕ commute a` P (γ), (D†)P (γ)=0 est un F ′-espace vectoriel de dimension finie et stable par ϕ
ce qui fait que ϕ : (D†)P (γ)=0 → (D†)P (γ)=0 est bijectif.
Si z ∈ (D†)ψ=0,P (γ)=0, alors z = ϕ(w) pour un w ∈ (D†)P (γ)=0 et donc 0 = ψ(z) = w ce
qui fait que z = 0 et donc que (D†)ψ=0,P (γ)=0 = 0 (ceci ge´ne´ralise un re´sultat de [6]). Pour
conclure, il suffit de remarquer que si ψ(y) = y et P (γ)(y) = 0, alors ψ(1− ϕ)y = 0 et donc
y = ϕ(y).
I.2. (ϕ,Γ)-modules de de Rham. — Dans ce paragraphe, on de´finit les (ϕ,Γ)-modules
de de Rham et on rappelle certains des re´sultats de [2, §5] a` leur sujet.
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De´finition I.3. — On dit qu’un (ϕ,Γ)-module D† est de de Rham, si et seulement s’il
existe r ∈ R, n ∈ N avec pn−1(p− 1) > r > r(D), tels que le K-espace vectoriel(
Kn((t))⊗
ιn
B
†,r
K
D†,r
)ΓK
est de dimension d = dim(D†).
Si c’est le cas, alors (Kn((t)) ⊗
ιn
B
†,r
K
D†,r)ΓK est de dimension d = dim(D†) pour tous les
r ∈ R, n ∈ N tels que pn−1(p− 1) > r > r(D).
Nous allons rappeler les re´sultats de [2, §4,5] qui permettent de donner une autre car-
acte´risation des (ϕ,Γ)-modules de de Rham. Ces re´sultats sont aussi explique´s dans le
« se´minaire Bourbaki » [11].
L’anneau B†,rK s’identifiant a` un anneau de se´ries formelles convergeant sur une couronne,
il est naturellement muni d’une topologie de Fre´chet, la topologie de la « convergence com-
pacte », et son comple´te´ B†,rrig,K pour cette topologie s’identifie a` l’anneau de se´ries formelles
f(Y ) =
∑
k∈Z akY
k ou` {ak ∈ F ′}k∈Z est une suite non ne´cessairement borne´e telle que f(Y )
converge sur la couronne 0 < vp(Y ) 6 1/eKr. Par exemple, si on pose t = log(1 +X), alors
t ∈ B†,rrig,F ⊂ B
†,r
rig,K pour tout r > 0. L’anneau B
†
rig,K = ∪r>0B
†,r
rig,K est « l’anneau de Robba ».
Ces anneaux ont e´te´ e´tudie´s dans [2, §4] et nous allons rappeler quelques-uns des re´sultats
qui nous seront utiles dans la suite.
L’application ιn se prolonge en une application injective ιn : B
†,r
rig,K → Kn[[t]]. L’action
de ΓK sur B
†,r
rig,K s’e´tend en une action de l’alge`bre de Lie de ΓK donne´e par ∇(f) =
log(γ)(f)/ logp(χ(γ)) pour γ ∈ ΓK assez proche de 1. Si f = f(X) ∈ B
†,r
rig,F alors ∇(f(X)) =
t(1 +X)df/dX . Si f ∈ B†,rrig,K alors on pose ∂(f) = t
−1∇(f) ce qui fait que si f = f(X) ∈
B
†,r
rig,F alors ∂(f(X)) = (1 + X)df/dX et que si f ∈ B
†
rig,K ve´rifie une e´quation alge´brique
P (f) = 0 sur B†rig,F telle que P
′(f) 6= 0, alors on peut aussi calculer ∂(f) par la formule
∂(f) = −(∂P )(f)/P ′(f). En particulier ∂(f) = 0 si et seulement si f ∈ F ′.
Si D† est un (ϕ,Γ)-module, on de´finit D†rig par D
†
rig = B
†
rig,K ⊗B†
K
D†. L’alge`bre de Lie de
ΓK agit sur D
†
rig par la formule ∇D(x) = log(γ)(x)/ logp(χ(γ)) pour γ ∈ ΓK assez proche de
1 et on a donc aussi une application ∂D = t
−1∇D : D
†
rig → t
−1D†rig. La proposition suivante
se de´montre exactement de la meˆme manie`re que [2, the´ore`me 5.10].
Proposition I.4. — Si D† est de de Rham, si r > r(D), et si Nr est l’ensemble des x ∈
D†,rrig [1/t] tels que pour tout n tel que p
n−1(p− 1) > r, on ait
ιn(x) ∈ Kn[[t]]⊗K (Kn((t))⊗
ιn
B
†,r
K
D†,r)ΓK ,
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et si on pose N = B†rig,K ⊗B†,r
rig,K
Nr, alors N est un B
†
rig,K-module libre de rang d stable par
les actions induites de ϕ et de ΓK , tel que ∂D(N) ⊂ N et tel que N [1/t] = D
†
rig[1/t].
Nous e´tablirons quelques proprie´te´s de N dans le paragraphe II.1.
Remarque I.5. — Donnons nous une variable ℓY sur laquelle on fait agir γ ∈ ΓK par
γ(ℓY ) = ℓY + log(γ(Y )/Y ). Si d = dim(D
†), alors on dit que le (ϕ,Γ)-module D† est
(1) cristallin, si (D†rig[1/t])
ΓK est un F -espace vectoriel de dimension d ;
(2) semi-stable, si (D†rig[ℓY ][1/t])
ΓK est un F -espace vectoriel de dimension d.
Il n’est pas difficile de voir que « cristallin » implique « semi-stable » et que « semi-stable »
implique « de de Rham » ; on a d’ailleurs dans ce cas
N =
(
B
†
rig,K [ℓY ]⊗F (D
†
rig[ℓY ][1/t])
ΓK
)d/dℓY =0
.
De plus, le the´ore`me de monodromie p-adique pour les e´quations diffe´rentielles (de´montre´
inde´pendamment dans [1, 21, 23]) montre que D† est de de Rham si et seulement s’il existe
une extension finie L de K telle que B†L ⊗B†
K
D† est semi-stable. Nous n’utiliserons pas cela
par la suite.
I.3. Alge`bre diffe´rentielle. — On aura besoin dans la suite d’un argument qui est une
variante du « de´terminant Wronskien » et qui est l’objet de ce chapitre. Soient H un corps
diffe´rentiel, dont on notera ∂ la de´rivation, et k, s et v trois entiers > 1. On e´tend naturelle-
ment ∂ a` ∂ : Hv → Hv. On se donne s+ 1 vecteurs x1, · · · , xs+1 ∈ H
v qui satisfont les deux
conditions ci-dessous :
(1) d’une part, les s vecteurs Xk−1w = (xw, ∂xw, · · · , ∂
k−1xw) pour 1 6 w 6 s sont
line´airement inde´pendants sur H ;
(2) d’autre part, les s + 1 vecteurs Xkw = (xw, ∂xw, · · · , ∂
kxw) pour 1 6 w 6 s + 1 sont
line´airement de´pendants sur H .
Proposition I.6. — Sous les hypothe`ses ci-dessus, les s+ 1 vecteurs {Xkw} pour 1 6 w 6
s+ 1 sont lie´s sur H∂=0.
De´monstration. — Comme on suppose que les Xkw sont lie´s sur H , il existe des e´le´ments
λ1, · · · , λs+1 ∈ H tels que
∑s+1
w=1 λwX
k
w = 0, ce qui se traduit par le fait que pour tout
0 6 i 6 k, on a la relation Ri :
s+1∑
w=1
λw∂
i(xw) = 0.
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Comme on a suppose´ que les {Xk−1w }16w6s sont libres, on voit que λs+1 6= 0 et on peut donc
supposer que λs+1 = 1 ce que l’on fait a` partir de maintenant.
Si on de´rive Ri, on trouve que
s+1∑
w=1
λw∂
i+1(xw) +
s+1∑
w=1
∂(λw)∂
i(xw) = 0.
Si 0 6 i 6 k− 1, alors le premier terme de la relation ci-dessus est nul par Ri+1 et on trouve
que
s+1∑
w=1
∂(λw)∂
i(xw) = 0
pour 0 6 i 6 k − 1 et donc que
s∑
w=1
∂(λw)∂
i(xw) = 0
puisque λs+1 = 1. Ceci nous donne une relation
s∑
w=1
∂(λw)X
k−1
w = 0
entre les {Xk−1w }16w6s et comme on a suppose´ que ceux-ci sont libres, c’est que ∂(λw) = 0
pour tout 1 6 w 6 s+ 1.
On a donc montre´ que si les {Xkw}16w6s+1 sont lie´s sur H , alors ils sont lie´s sur H
∂=0.
En conside´rant la premie`re « composante » de Xkw, on trouve :
Corollaire I.7. — Sous les hypothe`ses ci-dessus, il existe des constantes λw ∈ H∂=0 pour
1 6 w 6 s+ 1, non toutes nulles, telles que
s+1∑
w=1
λwxw = 0.
I.4. Normes universelles : (ϕ,Γ)-modules positifs. — Dans ce paragraphe, nous allons
montrer la proposition suivante :
Proposition I.8. — Soit D† un (ϕ,Γ)-module de de Rham qui ve´rifie D† ⊂ N et D†∩tN =
0. Si y ∈ D† et k > 0 sont tels que ∂kDy ∈ tN , alors il existe P (γ) ∈ F
′[ΓK ] tel que P (γ)y = 0.
De´monstration. — Si k = 0, alors le fait queD†∩tN = 0 implique imme´diatement que y = 0.
On suppose de´sormais que k > 1, et on se fixe γ ∈ ΓK d’ordre infini. Comme D† est un
B
†
K-espace vectoriel de dimension finie, il existe un entier v > 1 tel que y, γ(y), · · · , γ
v−1(y)
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sont libres sur B†K , mais y, γ(y), · · · , γ
v(y) sont lie´s sur B†K , ce qui fait que pour tout w > v,
il existe des e´le´ments aw0 , · · · , a
w
v−1 de B
†
K tels que
γw(y) =
v−1∑
j=0
awj γ
j(y) = aw0 y + · · ·+ a
w
v−1γ
v−1(y).
Si l’on de´rive k fois la relation ci-dessus, on trouve que :
∂kD(γ
w(y)) =
v−1∑
j=0
k−1∑
i=0
(
k
i
)
∂i(awj )∂
k−i
D (γ
j(y)) +
v−1∑
j=0
∂k(awj )γ
j(y).
Supposons que l’on se donne un entier s > 1 et des e´le´ments µv, · · · , µv+s de B
†
K tels que
pour tout 0 6 i 6 k− 1 et pour tout 0 6 j 6 v− 1, on ait
∑v+s
w=v µw∂
i(awj ) = 0. Bien suˆr, de
tels e´le´ments (non tous nuls) existent si s≫ 0. On voit alors que
(1)
v+s∑
w=v
µw∂
k
D(γ
w(y)) =
v−1∑
j=0
(
v+s∑
w=v
µw∂
k(awj )
)
γj(y).
Montrons que cela implique que
∑v+s
w=v µw∂
i(awj ) = 0 pour i = k et pour 0 6 j 6 v − 1, ce
qui est e´quivalent au fait que les deux termes de l’e´quation (1) ci-dessus sont nuls.
On a ∂kD(γ
w(y)) = χ(γ)kwγw(∂kD(y)) ∈ tN et le terme de gauche de l’e´quation (1) est donc
dans tN tandis que le terme de droite est dans D† ce qui fait que les deux termes sont nuls
puisqu’on a suppose´ que D† ∩ tN = 0.
Pour w > 1, posons xw = (a
w+v−1
0 , · · · , a
w+v−1
v−1 ) et X
k−1
w = (xw, · · · , ∂
k−1xw) ainsi que
Xkw = (xw, · · · , ∂
kxw). Si s > 1 est le plus petit entier tel que les X
k−1
w pour 1 6 w 6 s sont
libres et les Xk−1w pour 1 6 w 6 s + 1 sont lie´s, alors les calculs pre´ce´dents montrent qu’en
plus, les Xkw pour 1 6 w 6 s+ 1 sont eux aussi lie´s. On peut alors appliquer le corollaire I.7
pour en de´duire l’existence de λw ∈ (B
†
K)
∂=0 = F ′ pour 1 6 w 6 s+ 1 tels que
s+1∑
w=1
λwxw = 0.
Si l’on combine cela avec le fait que par de´finition, on a γw(y) = aw0 y+ · · ·+ a
w
v−1γ
v−1(y), on
trouve que
s+1∑
w=1
λwγ
w+v−1(y) = 0.
Ceci montre bien qu’il existe P (γ) ∈ F ′[ΓK ] tel que P (γ)(y) = 0.
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II. Repre´sentations p-adiques et normes universelles
L’objet de ce chapitre est de montrer comment le re´sultat de´montre´ au chapitre pre´ce´dent
(la proposition I.8) implique le the´ore`me principal de cet article. Pour cela, on rappelle la
correspondance entre repre´sentations p-adiques et (ϕ,Γ)-modules, puis on utilise la formule
re´ciprocite´ de Cherbonnier-Colmez pour se ramener a` la situation du chapitre pre´ce´dent. On
conclut par un argument de « de´vissage ».
II.1. Repre´sentations p-adiques et (ϕ,Γ)-modules. — Une repre´sentation p-adique
est un Qp-espace vectoriel V de dimension finie d = dimQp(V ), muni d’une action line´aire
et continue de GK . Afin d’e´tudier les repre´sentations p-adiques, Fontaine a construit (voir
[13] par exemple) un certains nombre d’anneaux de pe´riodes p-adiques, ce qui conduit a` la
de´finition des repre´sentations cristallines, semi-stables ou de de Rham.
D’autre part, en combinant les constructions de Fontaine (voir [15]) et un the´ore`me de
Cherbonnier-Colmez (voir [6]), on de´finit un foncteur V 7→ D†(V ) qui induit une e´quivalence
de cate´gories entre la cate´gorie des repre´sentations p-adiques et la cate´gorie des (ϕ,Γ)-
modules e´tales. Si par exemple HK agit trivialement sur V , alors D
†(V ) = B†K ⊗Qp V
et on re´cupe`re V a` partir de D†(V ) par V = D†(V )ϕ=1. En ge´ne´ral, la situation est plus
complique´e mais on peut quand meˆme montrer que D†(V )ϕ=1 = V HK ce dont nous aurons
besoin par la suite.
Rappelons que pour un (ϕ,Γ)-module D†, on a de´fini au paragraphe I.1 un re´el r(D) tel
que si r > r(D), alors D† = B†K ⊗B†,r
K
D†,r et on posera dans la suite r(V ) = r(D†(V )).
Les re´sultats de [7] montrent que si V est une repre´sentation p-adique, et si pn−1(p − 1) >
r > r(V ), alors DdR(V ) = (Kn((t)) ⊗
ιn
B
†,r
K
D†,r(V ))ΓK et donc que V est de de Rham si et
seulement si D†(V ) est de de Rham au sens de la de´finition I.3. On dispose alors d’une part
des applications
ιn : D
†,r(V )→ Kn((t))⊗K DdR(V )
et d’autre part de l’e´quation diffe´rentielle p-adique NdR(V ) qui est le module N dont on a
rappele´ la construction dans la proposition I.4.
Remarque II.1. — Les re´sultats de [2] montrent par ailleurs qu’une repre´sentation V est
cristalline (ou semi-stable) si et seulement si son (ϕ,Γ)-module D†(V ) est cristallin (ou semi-
stable). On retrouve alors les invariants associe´s a` V par la the´orie de Hodge p-adique de la
manie`re suivante : Dcris(V ) = (D
†
rig(V )[1/t])
ΓK et Dst(V ) = (D
†
rig(V )[ℓY ][1/t])
ΓK .
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Nous allons avoir besoin de quelques re´sultats concernant NdR(V ), et on suppose a` partir
de maintenant que V est de de Rham.
Lemme II.2. — Si V est une repre´sentation de de Rham, dont les poids de Hodge-Tate
sont > 0, alors D†(V ) ⊂ NdR(V ) et si D
†(V ) ⊂ tNdR(V ), alors les poids de Hodge-Tate de
V sont > 1.
De´monstration. — E´tant donne´e la construction de N = NdR(V ) que l’on a donne´e dans la
proposition I.4, on voit qu’il suffit pour montrer le premier point de montrer que si r > r(V )
et y ∈ D†,r(V ) et si pn−1(p − 1) > r, alors ιn(y) ∈ Kn[[t]] ⊗K DdR(V ). On sait par les
constructions de [2, §5] que ιn(y) ∈ B
+
dR ⊗Qp V et le re´sultat suit du fait que si les poids de
Hodge-Tate de V sont > 0, alors B+dR ⊗Qp V ⊂ B
+
dR ⊗K DdR(V ).
D’autre part, la de´monstration de [2, proposition 5.15] montre que leB+dR-module engendre´
par ιn(Nr) est B
+
dR ⊗K DdR(V ). De meˆme, le B
+
dR-module engendre´ par ιn(D
†,r(V )) est
B+dR⊗Qp V et la deuxie`me assertion suit du fait que si B
+
dR⊗Qp V ⊂ tB
+
dR⊗KDdR(V ), alors
les poids de Hodge-Tate de V sont > 1.
Lemme II.3. — Si V est une repre´sentation de de Rham dont les poids de Hodge-Tate sont
> 0 et si W est une sous-repre´sentation de V , alors NdR(W ) = D
†
rig(W ) ∩NdR(V ).
De´monstration. — On voit que D†rig(W )∩NdR(V ) est un sous B
†
rig,K-module de D
†
rig(W ) qui
est libre de rang dim(W ) (parce queNdR(V )[1/t] = D
†
rig(V )[1/t]) et qui est stable par t
−1∇W
(qui co¨ıncide avec l’ope´rateur induit par t−1∇V ), ce qui fait queNdR(W ) = D
†
rig(W )∩NdR(V )
par de´finition de NdR(W ) (voir [2, the´ore`me 5.10]).
Lemme II.4. — Si V est une repre´sentation de de Rham dont les poids de Hodge-Tate sont
> 0 et qui n’admet pas de sous-repre´sentation dont les poids de Hodge-Tate sont > 1, alors
D†(V ) ∩ tNdR(V ) = {0}.
De´monstration. — Si z ∈ D†(V ) ∩ tNdR(V ), alors on voit que l’intersection D†(z) des sous
B
†
K-espaces vectoriels de D
†(V ) stables par ϕ et ΓK et contenant z ve´rifie D
†(z) ⊂ tNdR(V ).
La proposition [15, 1.1.6] implique d’autre part que D†(z) est un sous (ϕ,Γ)-module e´tale
de D†(V ) et donc qu’il existe une repre´sentation p-adique Vz ⊂ V telle que D†(z) = D†(Vz).
On voit alors que D†(Vz) ⊂ tNdR(V ) ∩D
†
rig(Vz) = tNdR(Vz) par le lemme II.3 et donc que
les poids de Hodge-Tate de Vz sont tous > 1, par la proposition II.2, et donc que Vz = 0 ce
qui fait que z = 0.
12 LAURENT BERGER
Rappelons que l’on a une application ιn : D
†,r(V )→ Kn((t))⊗K DdR(V ) et on en de´duit
une application
δV (−k) ◦ ιn : D
†,r(V )→ Kn ⊗K DdR(V )
ou` δV (−k) : Kn((t))⊗K DdR(V )→ Kn ⊗K DdR(V ) est l’application « coefficient de tk ».
Lemme II.5. — Si z ∈ NdR(V ) est tel que pour tout n ≫ 0, on ait ιn(z) ∈ tKn[[t]] ⊗K
DdR(V ), alors z ∈ tNdR(V ). En particulier, si δV ◦ ιn(z) = 0 pour tout n ≫ 0, alors
z ∈ tNdR(V ).
De´monstration. — Fixons r ≫ 0 tel que z ∈ Nr. La de´monstration de la proposition [2,
5.15] montre (2) qu’il existe une base f1, · · · , fd de Nr dont les images par ιn sont une base
de Kn[[t]] ⊗K DdR(V ) pour tout n ≫ 0. Si l’on e´crit que z =
∑d
i=1 zifi, et si ιn(z) ∈
tKn[[t]]⊗K DdR(V ), alors zi(ε(n)− 1) = 0 pour tout n≫ 0 et donc t divise zi dans B
†
rig,K ce
qui fait que z ∈ tNdR(V ).
II.2. Cohomologie galoisienne et repre´sentations de de Rham. — Rappelons que
Herr a montre´ dans [20] comment construire les groupes de cohomologie galoisienneH i(K, V )
a` partir du (ϕ,Γ)-module associe´ a` V . Nous utiliserons la version qu’en ont donne´e Cher-
bonnier et Colmez dans [7] et que nous rappelons brie`vement.
Rappelons que l’on a de´fini (voir de´finition I.1) un ope´rateur ψ : D†(V ) → D†(V ). Dans
[7, §I.5], une application h1Kn,V : D
†(V )ψ=1 → H1(Kn, V ) est construite pour tout n > 0. Ces
applications h1Kn,V donnent lieu (par un the´ore`me non publie´ de Fontaine dont on trouvera
une de´monstration dans [7, §II.1]) a` un isomorphisme entre D†(V )ψ=1 et la cohomologie
d’Iwasawa H1Iw(K, V ) par passage a` la limite sur n.
On suppose a` pre´sent que V est de de Rham, et on va voir a` quelle condition h1Kn,V (y) ∈
H1g (Kn, V ) si y ∈ D
†(V )ψ=1. L’ope´rateur ∂D que l’on a de´fini au paragraphe I.2 ve´rifie
ιn ◦ ∂D = p−n∂V ◦ ιn ou`
∂V = d/dt⊗ Id : Kn((t))⊗K DdR(V )→ Kn((t))⊗K DdR(V ).
Si l’on combine le the´ore`me [7, IV.2.1] avec des proprie´te´s bien connues de « l’exponentielle
duale de Bloch-Kato », et le fait que δV (−k) = k!
−1δV ◦ ∂
k
V pour k > 0, alors on trouve que :
Proposition II.6. — Il existe rψ(V ) que l’on peut supposer > r(V ) tel que si r > rψ(V ),
alors D†(V )ψ=1 ⊂ D†,r(V ) et si y ∈ D†(V )ψ=1, pn−1(p− 1) > r > rψ(V ) et k > 0, alors on
a h1Kn,V (−k)(y(−k)) ∈ H
1
g (Kn, V (−k)) si et seulement si δV ◦ ∂
k
V ◦ ιn(y) = 0.
(2)il est en fait incorrectement affirme´ que ιn est surjective - elle est surjective modulo t
w pour tout w > 0.
REPRE´SENTATIONS DE DE RHAM ET NORMES UNIVERSELLES 13
Enfin pour terminer, on calcule la F ′[γK ]-torsion de D
†(V )ψ=1.
Lemme II.7. — Si y ∈ D†(V )ψ=1, alors il existe P (γ) ∈ F ′[ΓK ] tel que P (γ)y = 0 si et
seulement si y ∈ V HK .
De´monstration. — E´tant donne´ que D†(V )ϕ=1 = V HK comme on l’a rappele´ au paragraphe
II.1, c’est une conse´quence imme´diate du lemme I.2.
Remarque II.8. — Perrin-Riou a en fait de´termine´ la structure du Qp ⊗Zp ΛK-module
H1Iw(K, V ). Son sous-module de torsion s’identifie a` V
HK et H1Iw(K, V )/V
HK est (au moins
si K/Qp est finie) un Qp ⊗Zp ΛK-module libre de rang [K : Qp] dim(V ).
II.3. Normes universelles. — Dans ce paragraphe, on montre le the´ore`me 0.1. On com-
mence par un re´sultat un peu plus faible (la proposition II.9 ci-dessous) puis on montre
comment en de´duire le cas ge´ne´ral en de´vissant un peu.
Si W est une repre´sentation p-adique, soit D†(W )ψ=1g l’ensemble des z ∈ D
†(W )ψ=1 tels
que pour tout n > 0, on ait h1Kn,W (z) ∈ H
1
g (Kn,W ).
Proposition II.9. — Si k > 0 et si V est une repre´sentation de de Rham dont les poids
de Hodge-Tate sont > −k et qui n’admet pas de sous-repre´sentation dont les poids de Hodge-
Tate sont > 1− k, alors D†(V )ψ=1g ⊂ V
HK .
D’autre part, on a D†(V )ψ=1g = 0 si k = 0 et D
†(V )ψ=1g = V
HK si k > 1.
De´monstration. — Posons D† = D†(V (k)) et N = NdR(V (k)). Comme les poids de Hodge-
Tate de V (k) sont > 0, le lemme II.2 montre que D†rig ⊂ N . D’autre part, le fait que V
n’admet pas de sous-repre´sentation dont les poids de Hodge-Tate sont > 1 − k et le lemme
II.4 montrent que D†∩tN = 0. Enfin, la proposition II.6 montre que si h1Kn,V (y) ∈ H
1
g (Kn, V )
pour tout n > 0, alors δV (k)◦∂
k
V (k)◦ιn(y) = 0 pour tout n≫ 0 et donc que δV (k)◦ιn◦∂
k
D(y) = 0
pour tout n≫ 0 et le lemme II.5 (applique´ a` V (k)) montre que ∂kD(y) ∈ tN .
On est donc en mesure d’appliquer la proposition I.8, qui montre qu’il existe P (γ) ∈ F ′[ΓK ]
tel que P (γ)y = 0. Le lemme II.7 montre enfin que y ∈ V HK , ce qui de´montre le premier
point.
Ensuite, si k = 0 et y ∈ D†(V )ψ=1g , alors y ∈ tN ∩D
† = 0 et donc D†(V )ψ=1g = 0. Enfin si
k > 1 et y ∈ V HK , alors h1Kn,V (y) = 0 pour tout n > 0 et donc D
†(V )ψ=1g = V
HK .
Pour terminer, on donne les arguments de de´vissage permettant de de´duire le the´ore`me
principal de la proposition II.9.
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Lemme II.10. — Si 0 → V ′ → V → V ′′ → 0 est une suite exacte de repre´sentations
p-adiques, alors on a une suite exacte :
0→ D†(V ′)ψ=1g → D
†(V )ψ=1g → D
†(V ′′)ψ=1g
De´monstration. — La the´orie des (ϕ,Γ)-modules nous donne une suite exacte :
0→ D†(V ′)→ D†(V )→ D†(V ′′)→ 0,
et le lemme du serpent implique que l’on a :
0→ D†(V ′)ψ=1 → D†(V )ψ=1 → D†(V ′′)ψ=1.
Le lemme re´sulte alors du fait (voir [14, §3.8, (iii)]) que les sous-quotients des repre´sentations
de Rham sont de de Rham.
Si W est une repre´sentation de Hodge-Tate et j ∈ Z, soit FiljW la plus grande sous-
repre´sentation de W dont tous les poids sont > j.
Lemme II.11. — On a Filj(W/FiljW ) = 0.
De´monstration. — Soit f : W → W/FiljW la projection naturelle. Si X ⊂W/FiljW a tous
ses poids > j, alors on a une suite exacte
0→ FiljW → f−1(X)→ X → 0
et donc f−1(X) est une repre´sentation de Hodge-Tate, extension de deux repre´sentations de
Hodge-Tate a` poids > j, et donc elle-meˆme a` poids > j, ce qui fait que f−1(X) = FiljW et
donc que X = 0.
Nous pouvons enfin montrer le re´sultat principal de cet article. Pour cela, rappelons que
l’on a un isomorphisme H1Iw(K, V ) = D
†(V )ψ=1.
The´ore`me II.12. — Si V est une repre´sentation de de Rham, alors
(1) si V n’a pas de sous-quotient stable par HK , alors D
†(V )ψ=1g = D
†(Fil1V )ψ=1 ;
(2) en ge´ne´ral, D†(Fil1V )ψ=1 ⊂ D†(V )ψ=1g et le quotient est un Qp ⊗Zp ΛK-module de
torsion.
De´monstration. — Le fait que D†(Fil1V )ψ=1 ⊂ D†(V )ψ=1g suit du fait (de´montre´ en [2,
lemme 6.5] par exemple) que si W est une repre´sentation de de Rham dont tous les poids
de Hodge-Tate sont > 1, alors toute extension de Qp par W est elle-meˆme de de Rham.
Nous allons maintenant montrer le (2), c’est-a`-dire que D†(V )ψ=1g /D
†(Fil1V )ψ=1 est un
Qp ⊗Zp ΛK-module de torsion. Par un argument de de´vissage, il suffit de montrer que pour
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tout k > 0, D†(Fil−kV )ψ=1g /D
†(Fil1−kV )ψ=1g est un Qp⊗ZpΛK-module de torsion ce que nous
allons maintenant faire. On a une suite exacte :
(Sk) 0→ D
†(Fil1−kV )ψ=1g → D
†(Fil−kV )ψ=1g → D
†(Fil−kV/Fil1−kV )ψ=1g
et la repre´sentation Fil−kV/Fil1−kV a des poids > −k et n’admet pas de sous-repre´-
sentation dont les poids sont > 1 − k par le lemme II.11. La proposition II.9 montre que
D†(Fil−kV/Fil1−kV )ψ=1g ⊂ (Fil
−kV/Fil1−kV )HK et donc que D†(Fil−kV )ψ=1g /D
†(Fil1−kV )ψ=1g
est un Qp ⊗Zp ΛK-module de torsion. Ceci montre le (2).
Les calculs ci-dessus montrent de plus que si V n’a pas de sous-quotient stable par HK ,
alors en fait D†(Fil1V )ψ=1 = D†(V )ψ=1g car dans ce cas, D
†(Fil−kV/Fil1−kV )ψ=1g = 0 pour
tout k > 0 et donc D†(Fil−kV )ψ=1g = D
†(Fil1−kV )ψ=1g pour tout k > 0. Ceci montre le (1).
Remarque II.13. — Reprenons la de´monstration du the´ore`me II.12 ci-dessus. L’image de
D†(Fil−kV )ψ=1g dans D
†(Fil−kV/Fil1−kV )ψ=1g s’identifie a` une sous-repre´sentation W−k de
(Fil−kV/Fil1−kV )HK ; c’est donc une repre´sentation de GK fixe´e par HK et dont le seul poids
de Hodge-Tate est −k (notons aussi que W0 = 0). Comme il n’y a pas d’extensions non-
triviales entre de tels objets qui soit encore fixe´e par HK (ou, ce qui revient au meˆme, il
n’y a pas d’extensions non-triviales entre de tels objets chez les Qp ⊗Zp ΛK-modules), on en
de´duit que si l’on « splice » les suites exactes (Sk) pour k > 0, on trouve :
0→ D†(Fil1V )ψ=1 → D†(V )ψ=1g → ⊕k>1W−k → 0.
ce qui permet de pre´ciser (au moins en principe) le the´ore`me 0.1.
Appendice A
Liste des notations
Voici une liste des principales notations du texte, dans l’ordre ou` elles apparaissent :
I.1 : k, K, F , µpn, Kn, K∞, GK , HK , χ, ΓK , F
′, σ, B†,rF , ϕ, B
†
F , BF , eK , B
†
K , BK , B
†,r
K ,
D†, ψ, r(K), ιn, D
†,r, r(D).
I.2 : B†,rrig,K , t, B
†
rig,K , ∇, ∂, D
†
rig, ∇D, ∂D, Nr, N , ℓY .
II.1 : V , d, D†(V ), r(V ), NdR(V ), Dcris(V ), Dst(V ), δV (−k).
II.2 : h1Kn,V , H
1
Iw(K, V ), ∂V , rψ(V ).
II.3 : D†(V )ψ=1g , Fil
j.
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